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1 Der Feldbegriff

Zahlreiche Phdnomenein der Physik beruhen auf der Wechsel wirkung zwischen Objekten: zwischen Ladungen oder Mas-
sen wirken Kréfte und bewegte Ladungen werden im magnetischen Feld abgelenkt. Die Kraft a's vektorielle Grofie ist
dabei erst vollstandig durch Betrag, Richtung und Angriffspunkt beschrieben. Damit auf ein Objekt eine Kraft wirken kann,
muss es ein anderes Objkt geben, wasfir diese Kraft ursachlichist. Dieses Objekt verandert den umgebenden Raum in dem
Sinne, dass er auf andere Objekte eine Wirkung austibt, die alsKraft in Erscheinung tritt. Die Auswirkung dieser Verdnde-
rung wird allgemein alsFeld beschrieben, im Sprachgebrauch findet sich haufig auch der Ausdruck Kraftfeld, der beinhal-
tet, dass hier eine Kraft ausgelibt werden kann. Die Verwendung des K onjunktivsist deshalb wichtig, weil die Existenz des
Feldes allein noch nicht zum Auftreten einer Kraft fihrt, dazu muss erst ein geeigneter Probekdrper in das Feld verbracht
werden.

1.1 Felderzeugende GroRRe

Die klassische Physik unterscheidet drei verschiedene Felder in Abhéngigkeit von der Art der Eigenschaft, die fir das
Auftreten einer Kraft verantwortlich ist. Diese Eigenschaft bezeichnet man als felder zeugende Gr6i3e. Diese Grol3e legt
gleichzeitig die Eigenschaft fest, die ein Objekt haben muss, damit darauf eine Kraft ausgelibt werden kann. Zur Unter-
scheidung von der felderzeugenden Grof3e bezei chnet man dieses Objekt als Probekorper.

Name des Feldes Felderzeugende Groéfe / Probekorper Feld-Symbol

elektrisches Feld Ladung E

magnetisches Feld bewegte Ladung B

Gravitationsfeld Masse G
1.2 Fedlinien

Bringt man einen Probekdrper in ein Feld, so wirkt eine Kraft. Betrag und Richtung dieser Kraft hangen vom Ort ab, an
dem sich der Probekérper befindet. Um den Verlauf eines Feldesin der Umgebung einer fel derzeugenden GroRRe graphisch
darzustellen, verwendet man Feldlinien. Die Tangente an eine Feldlinie gibt die Richtung der Kraft an. Die Stérke des
Feldesan einem Ort wird durch die Feldliniendichte bestimmt, dabei wirkt das Feld natiirlich auch zwischen den Feldlinien
- in diesem Fall mussen Betrag und Richtung aus den benachbarten Feldlinien interpoliert werden. Die Richtung der Kraft
wird durch Pfeilelangs der Feldlinien veranschaulicht, deren Richtung durch die felderzeugende Grof3e bestimmt wird. Da
die raumliche Darstellung von Feldern naturgemal3 recht schwierig ist, wird héufig lediglich ein reprasentativer, ebener
Ausschnitt aus dem Feld dargestellt.

1.3 Fedarten

Je nach Form des fel derzeugenden K drpers kénnen unterschiedliche Feldlinienverldufe entstehen. In einigen Féllen kann
der Verlauf durch entsprechende Uberlegungen vorhergesagt werden, héufig ist jedoch eine experimentelle Bestimmung
oder eine aufwéndige Berechnung notig.

1.3.1 Radialfeld

Der einfachste Fall eines Feldes entsteht bel einer punktférmigen felderzeugenden Grof3e, z.B. einer G \ /

Ladung oder einer (in einem Punkt konzentriert zu denkenden) Masse.
m

Dasich zwei Massen grundsatzlich anziehen, besteht das Feld einer punktférmigen Masse ausradial
verlaufenden Feldlinien, diein Richtung des Massenmittel punktes orientiert sind. In der Regel wird
der felderzeugenden GréfRe eine endliche Ausdehnung gegeben und diese alsKugel (bzw. alsKreis)
dargestellt. Dann enden die Feldlinien auf der Oberflache (dem Kreisrand) der felderzeugenden Abb. 1.1 Radialfdld
Grole (siehe Abb. 1.1). einer Masse m
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Abb. 1.2: Homogenes Feld
in einem Laborsystem

1.3.2 Homogenes Feld

Ein Sonderfall ergibt sich, wenn man einen kleinen Raumausschnitt des Radialfeldesbetrach-
tet, z.B. unmittelbar Uber der Oberflache der endlich grof3en felderzeugenden Grol3e. In erster
N&herung verlaufen in einem solchen Ausschnitt die Feldlinien parallel, was bedeutet, dassan
jedem Punkt innerhal b dieses Fel dausschnittes die Kraftwirkung auf einen Probekdrper gleich
ist (vergl. Abb. 1.2). Diesen Fall findet man z.B. auf der Erdoberfléche in einem sog. Labor-
system. Ein solches Feld bezei chnet man alshomogen (soviel wie, gleichartig”).

1.3.3 Konzentrisches Feld B

Einen weiteren Sonderfall stellt das magnetische Feld eines gestreckten stromdurchflossenen Leiters
dar. Die Feldlinien bilden hier konzentrische Kreise um den Leitermittel punkt (vergl. Abb. 1.3). Die
Richtung der Feldlinien ergibt sich aus der Richtung des Stromflusses im Leiter. Eine Kompassnadel, Abb. 1.3 Korzen.
die in die Nahe des Leiters gebracht wiirde, richtet sich tangential zu den Feldlinien aus. Die Kraft- ;i< e Faldlinien
wirkung auf die Nadel ist umso geringer, je weiter die Nadel vom Leiter entfernt wird. um einen Leiter

2 Das Gravitationsfeld

Die Massenanziehung zwischen zwei Massen ist verantwortlich fir die Tatsache, dass jeder Korper auf der Erde eine
Gewichtskraft erfahrt. Dabel ist die Masse der Erde die felderzeugende Grof3e und die Masse des K érpers die eines Probe-
korpersim Gravitationsfeld. Zur Unterscheidung wird die Masse der Erde haufig mit M und die des Probekorpers mit m
bezei chnet. Zur Beschreibung des Gravitationsfeldes ist die Gréle der Probemasse in der Regel nicht relevant, sofern sie
klein ist gegentiber der erzeugenden Masse.

2.1 Ortsfaktor im homogenen Gravitationsfeld

Im Laborsystem auf der Erde erfahrt eine Probemasse m eine Kraft in Richtung des Erdmittel punkts, die als Gewichtskraft
F, bezeichnet wird. Zunéchst als Ortsfaktor eingefuhrt, erlaubt g die Berechnung der Gewichtskraft Gber

FF=m-g (2.1)

Im Zuge der Behandlung der Kinematik wird dieser - auf der schweren Masse beruhende - Ortsfaktor g als Fallbeschleuni-
gung bezei chnet, was sich auf die Massentrégheit beziehtund durch eine andere Einheit hervorgehoben wird.

=1 N =10
ka [

Tatsachlich ist g jedoch ein Faktor, der ein Mal3 fur die Kraft ist, die im Gravitationsfeld auf eine Probemasse ausgetibt
wird. Dieser Faktor wird als Feldstérke bezeichnet, wobei g die Gravitationsfeldstérkeim Laborsystem auf der Erdoberfl&-
che beschreibt. Allgemein wird das Gravitationsfeld mit dem Grof3buchstaben G bezeichnet, wobei gilt:

g=G(ro) (2.2)
wobei r_ der Abstand der Laborsystems vom Erdmittel punkt (und dem gedachten Massepunkt der Erde) ist. Solange die
Probemasse innerhal b des L aborsystems verbleibt, die Anderungen von r also in der GréRenordnung von r, bleibt, kanng
als konstant angesehen werden, weil G angendhert konstant ist und somit ein homogenes Feld vorliegt.

2.2 Radiales Gravitationsfeld

Verlasst man jedoch das L aborsystem, indem man sich z.B. von der Erdoberfléche entfernt, ist das VVorliegen eines homo-
genen Gravitationsfeldes nach Abb. 1.2 nicht mehr gegeben, statt dessen muss man nun einen radialen Feldverlauf wiein
Abb. 1.1 berticksichtigen. Wie man dort leicht erkennen kann, muss die Gravitationsfeldstdrke G mit zunehmendem Ab-
stand r abnehmen, weil die Feldliniendichte abnimmt. Da alle Feldlinien radial verlaufen, ist die Anzahl der Feldlinienn
durch jede die felderzeugende Grof3e umschlieffende Kugelfléche die gleiche. Die Feldstérke - und damit G - wird durch
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den Quotienten von nund A bestimmt, es gilt:
n
G~— 2.3
A (23)
Fur die Oberflache einer Kugel gilt

Ay =41 r®
Eingesetzt in (3) erhdt man fir G die Beziehung

£= 47tn-r2 :>G~rl‘2 @9
die Gravitationsfeldstarke nimmt also mit dem Quadrat des Abstandes ab. Dabei ist es recht plausibel, dass G proprtional
zur Masse M ist: Ubt eine Masse M1 auf einen Probekdrper der Masse m eine bestimmte Kraft aus, so wird eine zweite
Masse M, die gleiche Kraft bewirken. Werden die beiden Massen M, und M, unmittelbar nebeneinander angeordnet, so

addieren sich die Kréafte der beiden Massen. Es gilt also:

G~M (2.9)
Um aus der Zusammenfassung der Proportionalitdten nach Glg. (2.4) und (2.5) eine Gleichung fur G zu gewinnen, muss
noch eine Formkonstantey eingefihrt werden:

G= v-':"—z (2.6)
Eine Bestimmung der Formkonstanteny wurde erstmalig von Cavendish zu Beginn des @

19. Jahrhunderts mit Hilfe einer sog. Drehwaage vorgenommen. Dabel wird an einem
diinnen Faden eine Achse aufgehangt, an deren Enden zwei gleiche Bleikugeln befe-
stigt sind. Zwei weitere Bleikugeln grof3erer Masse werden nun punktsysmmetrisch an
die aufgehangten K ugeln herangefiihrt, dabei wird durch die Massenanziehung die Auf- @

héngung verdreht. Bei bekannter Rickstellkraft der Aufhdngung kann man daraus die

Kraft zwischen den Massen m und M berechnen. Fiir diese Kraft gilt nach (1) und (6): ) .
Abb. 2.1: Experimentelle Bestim-

M mung von y nach Cavendish (An-

F= y.r_z. m (2.7) sicht von oben)

Dam und M bekannt sind und F gemessen werden kann, |8sst sich daraus ein Wert fur g berechnen. Man erhalt

3
_ m
Y=6670"10 " —— 2.8
— (28

Diese Konstante wird als Gravitationskonstante bezei chnet.
2.3 Berechnungsbeispiele

2.3.1 Fallbeschleunigung auf der Erdoberflache

Setzt man in Glg. (2.6) die entsprechenden Werte fiir die Masse M der Erde und den Erdradiusr ein, so erhat man einen
Wert fur die Gravitationsfeldstarke g = G(r ) auf der Erdoberflache:
M . m’ 597:10"kg

a=Y-— =6,670-10
r’ ka & (6,371'106 m)2

=9810%2
S

2.3.2 Gravitationsfeldstarkeim M ondabstand

Der Mond bewegt sich im Gravitationsfeld der Erde, wobei die Massenanziehung ihn auf einer (angenéherten) Kreisbahn
halt. Die Gravitationsfeldstérke der Erde betragt dort

3 24
uom’ 59710%ka
G(r, )=6,670'10 " > ‘
Erde-Mond kQ'SZ (3,844108m)

m
7 =0,00269 7
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2.4 Uberlagerung von Gravitationsfeldern

Wenn auch die Massen von Erde und Mond sehr unterschiedlich sind, erzeugen sie beide auf Grund ihrer Massejeweilsein
eigenes Gravitationsfeld. Bewegt man einen Probekdrper von der Oberflache der Erde zur Oberflache des Mondes, nimmt
auf dem Weg dorthin die Gravitationsfeldstérke der Erde ab und die des Mondes zu. Da sie auf einer gedachten geraden
Linie zu jedem Zeitpunkt entgegengesetzt gerichtet sind, gibt es einen Punkt zwischen den beiden Himmelskorpern, bel
dem sich die beiden Kraftwirkungen genau aufheben. | st dieser Punkt Uberschritten, wirde der Probekdrper weiter auf den
Mond zu beschleunigt werden und nicht mehr zur Erde zurtickfallen kénnen.

Gesucht ist also der Abstand s (vom Erdmittel punkt), bei dem gilt:

G(rErde) = G(rMond) (29)
Dader Abstand vom Erdmittel punkt aus angegeben werden soll (s=r_, ), muss der Abstand vom @ Mond
Mittel punkt des Mondesr,, . in Bezug zum (mittleren) Abstand zwischen Erdeund Mond gesetzt T+ = [(JBLIJen ichgewichts-
werden, man erhdlt:

'vond = lErde_Mond — S (210) S rErde-Mond

Eingesetzt in Glg. (9) erhdlt man

G(9) = (e wara —9) (2.11) @ Erde
Eingesetzt in Glg. (6) ergibt sich daraus

Abb. 2.2: \krwendete

Merge _ ., M mond GroRen zur Berechnung
! 52 ! (TErde-Mond —S) ? (212) des Gleichgewichts-

punktes zwischen Erde
Kirzenvon vy, Bilden des Kehrwerts und Ausmultiplizieren liefert die quadratische Gleichung ~ und Mond

2 M Mond 2
S (1——J —2-S Ierde_Mond + Merde_mond = 0

Nach Einfuhren einer reduzierten Strecke

_ _Terde-Mond
lted =
1- M Mond

M Erde

ergeben sich zwel Ldsungen nach

S12= het’ £ l’ ~ oo von (213)

Fir die reduzierte Strecke erhdlt man

3
g = — A 10M__ 569910 m
| 735107y
597-10" kg

und nach Einsetzen in (2.13) die beiden Lésungen

5=3783-10°m und s, =390510°
Bei der ersten L 6sung befindet mansich 6100km (=r,, ) vor dem Mondmittel punkt (der Mond hat einen Radiusvon 1738

km), also ca. 4362 km Uber seiner der Erde zugewandten Oberflache, bei der zweiten L 6sung 6093 km hinter dem Mond-
mittel punkt, also 4355 km Uber seiner der Erde abgewandten Oberflache.

Daaber bei der zweiten L 6sung die Kraftwirkungen diegleiche Richtung haben und sich somit nicht gegenseitig aufheben
konnen, ist dies keine Losung der Gleichung (dies ist typisch fur die Losung einer quadratischen Gleichung wegen der
Mehrdeutigkeit des VVorzeichens einer Wurzel). Die erste Lésung ist also die zutreffende.
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25 Korper im Gravitationsfeld

2.5.1 Hubarbeit im homogenen Gravitationsfeld

Hebt manim Laborsystem einen Korper der Masse m um die Héhe h an, so wird anihm Arbeit verrichtet. Dabel wird davon
ausgegangen, dass die dazu aufzuwendende Kraft kollinear zur zuriickgel egten Strecke und diese wiederum kollinear zur
Richtung der Fallbeschleunigung g ist. Allgemein gilt fir die Arbeit

In skalarer Schreibweise erhélt man also mit F = m - g die bekannte Gleichung
W=m-g-h (2.15)

Bel diesem Vorgang ist es unerheblich, ob der Kdrper in einem einzigen Prozess um die Hohe h angehoben wird oder ob
man diesen VVorgang in Teilschritte unterteilt, indem man z.B. in n Schritten jeweils eine Hohe h / n zuriicklegt. In diesem
Fall ist dieinsgesamt verrichtete Arbeit die Summe der bei jedem Schritt verrichteten Arbeiten:

W=W,+ W, +...+ W, = glwi (2.16)

Stellt man in einem Diagramm g (s) F(s)
die Kraft in Abhangigkeit vom 4 _

. . . :F=m-g : : : g g : -F=m-.g
Ort s dar, so ergibt sich die ver- : .
richtete Arbeit in beiden Féllen W
asdieFlachezwischendem Gra- [ : oF o F T
phen F = F(s) und der s-Achsein > >S
den Grenzen von 0 bis h (vergl. 0 h 0 e h

Abb. 2.3).In diesem Fall spielt n
die Unterteilung von h keine Abb. 2.3: Die verrichtete Arbeit als Flache zwischen dem Graphen und der s-Achse bel einem

einstufigen (links) bzw. bei einem n-stufigen Prozess (rechts
Rolle, daF wahrend des gesam- gen (links) 9 ( )

ten zurtickzul egenden Weges konstant ist. Nachdem der K orper angehoben wurde, kann er dieihm dabei zugefihrte Ener-
gie wieder abgeben, so wird sie z.B. im freien Fall in kinetische Energie umgewandelt, da der Korper beschleunigt.

2.5.2 Hubarbeit im radialen Gravitationsfeld

Bel einer Hubhdhe des Probekdrpers, die nicht mehr kleinist im Vergleich zum Abstand zur felderzeugenden Grof3e, kann
nicht mehr davon ausgegangen werden, dass die Kraft 1&ngs des Weges konstant ist, Glg. (2.14) ist hier also nicht mehr
anwendbar. Einen méglichen Ansatz erhdlt man durch die schrittweise Addition der Teilarbeitenwiein Glg. (2.16). Hier ist
nun allerdings die Kraft F in jedem Intervall in Abhéngigkeit vom Ort neu zu berechnen. Teilt man wieder die gesamte
zuriickzulegende Streckein n gleichgrof3e Teilintervalle der BreiteAr, so gilt

fiir eine Teilarbeit F(s)

A
W, =F(r)- Ar (2.17)
wobei sich dieKraft F(r) aus dem Gravitationsgesetz nach Glg. (2.7) ergibt.
Summiert man wieder tiber alle Teilarbeiten auf, so erhalt man fir dieinsge- F(r)
samt verrichtete Arbeit

W = F(r)-Ar+ F(r,) -Ar + .+ F(r,) - Ar = _%F(ri) ‘Ar - (2.18) e

| i 1. i : n:

Die Graphik in Abb. 2.4 zeigt, dass dabei ein Fehler entsteht, daman inner- 0 st s,+h
halb eines Teilintervalls nach wie vor davon ausgeht, dass die Gravitations- Abb. 2.4: Iterative Bestimmung von W, wenn
feldstéarke - und damit F - konstant ist. Dieser Fehler wird umso geringer, je ~ F sich langs des Weges s &ndert

grolRer man die Anzahl der Teilintervalle wéhlt.

»S
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In diesem Beispiel wurde bereits zur Minimierung dieses Iterationsfehlersder mittlere Wert des Intervallsfir die Kraft F(r)
benutzt, der Fehler wére grof3er, wenn man eine der Grenzen des Intervalls (sog. Ober- bzw. Untersumme) wahlen wiirde.

DieDiffernziarechnung liefert hier eine mathemati sche Behandlungsmethode, die es erlaubt, eine Summe auch dann noch
zu berechnen, wenn sie aus unendlich vielen Summanden besteht. Die gesuchte Arbeit ergibt sich exakt, wenn man in dem
Ausdruck

W = __ZlF( R) - Ar
Ar gegen 0 gehen |8sst, was gleichzeitig bedeutet, dass n gegen Unendlich geht. Man erhélt

W=|imiF(r)'Ar

N—oo =1
Analog zum Ableiten von Funktionen (dort wird der Differnenzenquotient durch einen Differenzia quotienten ersetzt) wird
dienuninfinitesimal kleine Grof3e von Ar mit dr bezeichnet und das Summenzeichen durch ein stilisiertes Sersetzt und a's
Integral bezeichnet. Da die Summe Uber ein Intervall gebildet wird, werden die untere und obere Grenze am Integral-
zeichen angegeben:

S+h

w= s{ F(r)dr (2.19)

Die Integration einer Funktion ist die Umkehrung der Differenziation, d.h., um das Integral zu |6sen muss eine Funktion
gefunden werden, deren Ableitung nach der Integrationsvariablen (hier: r) der Ausgangsfunktion F(r) entspricht. Hier wie
dort kénnen Konstanten ausgeklammert werden und man erhélt al's L sung:

S)+h 1 l %’+h
[ —zdr=Y'M'm-[——} (2.20)
s I rls

S+h .
w= ]y MMy =y M em

So r

(Ableitungsregel fiir Potenzen: y"—AYS8 01 4o fiir = -1 —% =y A gy A2 X% )

Einsetzen der Grenzen (Obersumme abziiglich Untersumme) liefert

1 1
W:y-M~m~[g—SO+hj (2.21)

Man beachte, dass bei der Berechnung der Arbeit lediglich die Wegkomponente 1angs der Kraftrichtung zur Arbeit bei-
tragt, die hier durch die Richtung der Gravitationsfeldlinien vorgegeben ist. Wird die Masse m so bewegt, dass sich ihr
Abstand r zum Massemittel punkt der felderzeugenden Grof3e nicht &ndert, wird auch keine Arbeit verrichtet. Esist also
z.B. gleichgtilig, ob eine Rakete senkrecht in eine Umlaufbahn startet oder auf einer schragen Flugbahn: die zum Erreichen
der Umlaufbahn benétigte Energieist (abgesehen von unterschiedlichen Reibungsverlusten) in beiden Féllen gleich grof3.

2.5.3 DasPotenzial eines Gravitationsfeldes

Eine Verallgemeinerung der Aussage von Glg. (22) erhalt man, wenn man die Strecken s, und s, + h durch die zugehdrigen
Radien entsprechend dem Abstand vom Mittel punkt der felderzeugenden Grofe ersetzt, dann erhdlt man

1 1

W=Y-M'm'(———) (2.22)
n n

wobei r, der Abstand zu Beginn und r, der Abstand zum Ende der Bewegung ist. Ein Sonderfall ergibt sich, wenn man den

Abstand r, ins Unendliche verlagert, dies wiirde z.B. der Fragestellung entsprechen, welche Arbeit aufzuwenden ist, um

einen Korper aus einem endlichen Abstand r, vollstandig aus dem Gravitationsfeld zu entfernen. Man erhalt

1 1 1
Wm(r1)=Y'M'm'[r——;]=Y'M'm'r— (2.23)
1 1
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Dieser Ausdruck ordnet einem Korper der Masse m eine bestimmte Energie zu, wobei ein bestimmter Bezugspunkt festge-
legt wurde. Dieses Verfahren kennt man bereitsbei der Berechnung der Hubarbeit, hier wird jedoch der Bezusgpunkt in der
Regel im Laborsystem willkirlich bei einer bestimmten Hohe mit 0 angenommen und von dort aus die Hohe h angegeben.

Damit eses nun aber mdglich, jedem Korper eine Energiein Abhangigkeit von seinem Ort zuzuordnen, diealspotenzielle
Energie bezeichnet wird. Befindet sich ein Korper der Masse m zu Beginn der Bewegung unendlich weit von der felder-
zeugenden Grole M entfernt (r1 = <) und wird anschlief3end bis auf einen Abstand r, an M herangefuihrt, so ergibt sich aus
analogen Uberlegungen (Vorzeichen beachten!)

Ww(m:y.M.m.[i_iJ:_y.M.m.; 22

® I P

Dir potenzielle Energie eines Korpersist danach definiert als

1
Epa(r)=-y-M - (2.25)

Daalle GrofRen auf der rechten Seite der Gleichung positiv sind, ist diese potenzielle Energie immer negativ. Sie gibt an,
welche Energie aufgewendet werden muss, um einen Korper aus dem Gravitationsfeld beliebig weit zu entfernen. Dazu
muss em Korper auf geeignete Weise Energie zugeftihrt werden (positives Vorzeichen!), und erst wenn die Summe aus
potenzieller Energie und zugefUihrter Energie gleich oder groRRer alsOist, ist der Kéerper nicht mehr an die felderzeugende
Grole gebunden.

Um unabhéngig von der Masse m des Probekdrpers eine Aussage machen zu kdnnen, welche potenzielle Energie ein

Koérper in einem Gravitationsfeld besitzt, wird der Begriff desPotenzials eingefthrt. Im Gravitationsfeld ist esdefiniert als

_ Epot(r) _ 1
m

Vv(r) M (2.26)

Das Gravitationspotenzial hat folglich die Einheit

=B 21 ™ g 2 0T

Aus Glg. (2.26) kann man entnehmen, dass die Menge aller Punkte mit dem gleichen Potenzial den gleichen Abstand vom
Mittelpunkt der felderzeugenden Gréfie haben, demnach liegen siein diesem Fall auf der Oberflache einer Kugel. Diese
Flachen nennt man Aquipotenzialflachen.

1,00

2.5.4 Graphische Darstellung

0,80

DieKraft F zwischen der fel derzeugenden Grofe und einer Probemassehéngt  29°
umgekehrt quadratisch vom Abstand r ab, wahrend die Gravitationsfeld- >

. ) _ ’ 5
stérke G (und damit auch das Potenzial V) umgekehrt proportional zum Zzz F
L L
Abstand sind. Die Graphik nach Abb. 2.5 zeigt den sich daraus ergebenden 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
unterschiedlichen Verlauf von F und G im Bereichvonr bis10 - r. Abb. 2.5; Kraft und Gravitationsfeldstarke im
Gravitationsfeld

2.6 Berechnungsbeispiele

2.6.1 Berechnung der Hubarbeit

Ein Korper der Masse m = 5 kg wird von der Erdoberfléche um die Hohe h = 3000 m angehoben. Gesucht ist die dabei zu
verrichtende Arbeit W.

Lsg.:

Unter der Annahme, dass h kleinist gegentiber dem Erdradius, kann von einer konstanten Gravitationsfel dstérke g ausge-
gangen werden. Nach Glg. (2.15) gilt:

W =m-g-h=5kg-9,8102 - 3000m = 147150J
S
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Wird Glg. (2.21) zur Lésung herangezogen, so erhdlt man den exakten Wert:

m3
kg-s®

]: 6,670-10™
b rhth

-5,97-10"'kg-5kg- 1 —- . ! .
6,371-10°m  6,371:10°m+0,003-10°m

W =147086J

2.6.2 Potenzielle Energie eines K érpers

Gesucht wird die potenzielle Energie eines Korpers der Masse m = 5 kg auf der Erdoberfléche sowie die mindestens
benttigte Anfangsgeschwindigkeit. fir einen senkrechten Wurf, mit dem der Korper das Gravitationsfeld verlassen kann.

Lsg.:
Nach Glg. (2.25) erhédt man fur die potenzielle Energie

1
6,371-10°m

3
m

1 o2 .5,97-10%*kg - Bkg -

Epoi(f)=—y-M-m-==-6,670-10""
r

=-313-10°J

Um das Gravitationsfeld verlassen zu kdnnen, muss die Anfangsgeschwindigkeit v so hoch sein, dass diekinetische Ener-
gie mindestens den gleichen Betrag hat wie die potenzielle Energie. Diese Energie muss dem K érper beim Start auf geeig-
nete Wei se zugefihrt werden, damit seine Gesamtenergie gleich oder gréRer O wird. Es muss also gelten:

Epot(ro) + Ekin(Vo) >0

Einsetzen der entsprechenden Gleichungen und Auflésen nach v liefert

_YM ml.}.lmvg 20:>V§ ZZYM 'l:>V02 ZYM l
h 2 lo fo

und man erhalt nach Einsetzen der Zahlenwerte

1 uom 24 1 m
Vo> [2:y-M-— = [2.6670-10* ", .597.10%kg- -~ =11180"
o= eV \/ kg-s 9 6371.10°m s

Die Anfangsgeschwindigkeit mussalsgroRer alsca. 11,2 km/ssein, damit der K érper das Gravitationsfeld der Erdeverlas-
sen kann. Umgekehrt heifdt das, dass ein Kérper, der aus (nahezu) unendlicher Entfernung aus einer Ruhelage frei auf die
Erde zu falt, mit dieser Geschwindigkeit auf die Erdoberflache aufprallt, was die hohe Geschwindigkeit von Meteoriten
erklért. Man beachte, dassbei der Berechnung von vO die M asse des Probekdrpers herausféllt, diese Rechnung gilt also fur
jeden Korper gleich welcher Masse m.

2.6.3 Potenziale im Gravitationsfeld der Erde

Gesucht ist die Potenzialdifferenz im Gravitationsfeld der Erde zwischen einer erdnahen (h = 400 km) und einer geostatio-
néren Umlaufbahn (h = 32000 km).

Lsg.:

Die gesuchte Potenzia differenz ergibt sich aus der Differenz der Potenziale in den beiden angegebenen Absténden. Dabel
muss zur Héhe h noch der Erdradius addiert werden, da sich die Hohenangaben auf die Erdoberflache und nicht den
Erdmittel punkt (als felderzeugende GrofRe) beziehen. Unter Berticksichtigung von Glg. (2.26) erhélt man also:

AV =V(r)-V(n)=-Y"M -(l—ijzy.M .(l_lJ
N n n n

Einsetzen der Zahlenwerte liefert

3 2
) 1 1
AV =6670-10" -1 -597-10%kq - . — - - — |=484-10 -
ks 6,371-10°m+0,400-10°m  6,371-10°m+32,0-10°m s
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2.7 Bewegung einesKorpersim Gravitationsfeld

Bislang wurden nur Grof3en betrachtet, die fir einen Korper relevant sind, der sich an einem bestimmten Ort in einem
Gravitationsfeld befindet oder einen Ubergang von einem Ort zum anderen ausfihrt.Die dabel auftretenden vektoriellen
GrofRen stimmen in ihrer Richtung mit der der Feldlinien des Gravitationsfeldes Uiberein, Bewegungen langs dieser Rich-
tungen Uberfuhren den K érper auf ein anderes Potenzial und éndern damit die potenzielle Energie und die auf den Korper
ausgelibte Kraft.

Bewegt sich ein Probekdrper senkrecht zu den Feldlinien, bleibt seine potenzielle Energie konstant, daf Ur besitzt er wegen
seiner Bewegung eine kinetische Energie. Die Gesamtenergie des Korpersist dann die Summe aus potenzieller und kineti-
scher Energie:

Eges = Epot + Ekin (227)
Die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zu den Feldlinien fihrt zu einer Rotation um den Mittelpunkt der felder-
zeugenden Grof3e, wobei eine Zentrifugalkraft auftritt. Ein Sonderfall ergibt sich, wenn diese Zentrifugalkraft F, betrags-

maldig genauso grol ist wie die von der Zentralmasse M ausgelibte Zentripetalkraft F, und sie sich gegenseitig somit
aufheben:

F = Fy (2.29)
In diesem Fall beschreibt die Probemasse eine Kreisbahn um M mit dem Radiusr.
Die Zentripetalkraft F,, wird durch die Massenanziehungskraft bewirkt, fir siegilt
nach Glg. (2.7)

Fu =7 Mr;m (2.29)

und fir die Zentrifugalkraft F, gilt

F = m-T (2.30)
. . S L e . . Abb. 2.6: Bewegung einer Masse m auf
Eingesetzt in Glg. (2.28) ergibt sich fur die Bahngeschwindigkeit v, bei der eine einer Kreisbahn um eine Zentralmasse M

Kreisbahn entsteht, die Beziehung
M-m

= =0=v= M 2.31
Y 2 \Y ; (2.31)

m

2
\
r

Aus Glg. (2.31) erhdlt man somit fur die kinetische Energie

Egn == m-v? = 2y Mo 2.32
kin 2 2Y r ( . )
und nach Glg. (2.25) gilt fur die potenzielle Energie
M-m
Epot ==Y (233)

r
Eingesetzt in Glg. (2.27) ergibt sich fir die Gesamtenergie

M~m+1 M-m_ 1 M-m
r 2Y r 2Y

Eges =~V

(2.34)

Die Gesamtenergie eines Korpers, der sich auf einer Kreisbahn um eine Zentralmasse M bewegt, ist als genau halb so grof3
wie die potenzielle Energie dieses Kdrpers, wenn er sich im gleichen Abstand r in Ruhe befindet, denn fur die Bahn-
bewegung musste ihm kinetische Energie zugef iihrt werden, die zur (negativen) Ruheenergie addiert wird.

Obwohl es sich hier um eine beschleunigte Bewegung handelt, ist die Gesamtenergie zu jedem Zeitpunkt der Bewegung
konstant, dadie beschleunigende Kraft F,, senkrecht zur Bewegungsrichtung bzw. der Richtung vonv steht und somit keine
Arbeit verrichtet wird.
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3 Daselektrische Feld

Die felderzeugende GroRRe beim elektrischen Feld ist eine Ladung. Wie
beim Gravitationsfeld kann diese als punktférmig angesehen werden, so- E
mit entsteht in der Umgebung einer Ladung ein Radialfeld. Abweichend
vom Gravitationsfeld wird jedoch die Richtung der Feldlinien bestimmt
durch das Vorzeichen der felderzeugenden Ladung. Dabel wird die Kraft-
wirkung auf einen positiv geladenen Probekdrper zugrunde gelegt, foglich
weisen die Feldlinien bei einer positiven felderzeugenden Ladungvonder ppp 3 1: Ri chtung der Feldlinien bei einer
Ladung weg (gleichnamige Ladungen stof3en sich ab) und bei einer nega- negativen (links) und einer positiven Ladung
tiven felderzeugenden Ladung zu dieser hin (vergl. Abb. 3.1).

m

3.1 Ladungen auf metallischen Leitern

Im Innernen eines elektrischen Leiters sind es frei bewegliche Ladungstréger, die sich beim Anlegen einer Spannung in
Bewegung setzen und zu einem Stromfluss fihren. Wenn in der Zeit t die Ladungsmenge Q transportiert wird, gilt die
Beziehung

_Q
== (3.1)

Dennochist der Leiter zu jedem Zeitpunkt nach auf3en hin elektrisch neutral, das heif3t, zu jedem Ladungstréger (in metal-
lischen Leitern sind dies Elektronen) gibt es eine gleichgrolle, entgegengesetzt gerichtete Ladung (z.B. die Atomkerne,
denen die Elektronen zugeordnet sind).

Wird einem metallischen Leiter von auf3en eine zusétzliche Ladung Q zugefihrt, so verandert sich das urspriingliche Gleich-
gewicht, der Leiter ist geladen. In der Regel besteht eine solche Ladung Q aus einer bestimmten Zahl n von Elementar-
ladungen, es gilt

Q=n-q (32
3.1.1 Ladungsverteilung auf einer Kugel

Dasich gleichnamige Ladungen abstof3en, verteilen sich die zusétzlich aufgebrachten Ladungen
so, dass sie den gréfitmoglichen Abstand voneinander einnehmen. Auf einer Metallkugel wiirden
sich die Ladungen a so gleichméf3ig auf der Oberfléche verteilen, wahrend im Inneren der Kugel
keine dieser Ladungen anzutreffenist. Die Anzahl der Ladungen pro Flacheneinheit bezeichnet
man al's Fléchenladungsdichteo:

Abb. 3.3: Gleichmatige
o= Q (3.3) Ladungsverteilung auf
A einer Kugeloberflache

Das elektrische Feld einer geladenen, metallischen Kugel ist ein Radialfeld.

3.1.2 Ladungsverteilung auf einer ebenen Platte

Wird eine metallisch leitende Platte mit einer Ladung Q versehen, so verteilen sich auch hier die 0660606066
Ladungen auf der Oberflache. Auf den planen Flachen stellt sich wie bel der Kugel einegleich- m oo oo oo o
maldige Verteilung ein, diejedoch an den Kanten und den Schmalseiten gestort ist. Bisauf diese  Abb. 3.4: Ladungsver-
Randstérungen weisen beide Flachen der Platte die gleiche Flachenl adungsdi chte auf (vergl. Abb. ﬁ;‘:trég auf efner ebenen
3.4). In der Plattenmitte und in geringem Abstand von der Platteist das elektrische Feld angena

hert homogen.

3.1.3 Ladungsverteilung zwischen zwei planparellelen Platten

Werden zwei ebene und gleichgrof3e Platten parallel zueinander angeordnet, so entsteht ein sog. Plattenkondensator.
Wird die eine der beiden Platten mit einer positiven Ladung und die andere mit einer gleich grof3en negativen Ladung
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versehen, wirken zwischen den Ladungen auf den Oberflachen der beiden Platten nicht nur
die abstoflRenden Kréfte, die zu einer gleichmafZigen Ladungsverteilung auf der Flache fih-
ren, sondern aufferdem noch die Anziehungskréfte der gegentiberliegenden Ladungen der COAEEREREAREAGD +Q
jeweilsanderen Platte. Diesfiihrt dazu, dass die Ladungen von den Plattenriickseiten auf die Abb. 3.5: Ladungsverteilung
gegenuberstehenden Fléchen der beiden Platten wandern (vergl. Abb. 3.5). Das elektrische auf zwei entgegengesetzt
Feld im Raum zwischen den beiden Platten ist (bis auf die unvermeidlichen Randstérungen) 9€!adenen Platten
angenéhert homogen.

3.2 Kraftwirkungim elektrischen Feld

Das elektrische Feld ist gekennzei chnet durch die Kraftwirkung auf eine Probel adung, die felderzeugende GroR3eist eben-
fallseine Ladung. Analog zum Gravitationsfeld (vergl. 2.1) gilt dir die Kraft auf die Probeladung q

F=q-E (3.4)

wobel g die Ladung der Probeladung und E die elektrische Feldstérke an einem Punkt des Feldes einer felderzeugenden
Ladung Q ist. Fir die Einheit von E ergibt sich daraus

NE]

ka-m
As’

S —

» 3

[r] oz Ik
E = "= =1
el Ll 1c 1A
3.2.1 Arbeit im eektrischen Feld

In einem elektrischen Feld wird an einer Probeladung q Arbeit verrichtet, wenn sie in Richtung der Feldlinien um die
Strecke sbewegt wird. Im homogenen Feldist die Feldstarke und damit die Kraft F_ auf die Probel adung konstant und man
erhdlt fur die Arbeit

W=F.-s=q-E-s (3.5

Im inhomogenen Feld (also auch im Radialfeld) ist F_ nicht mehr konstant, sondern vom Ort s abhéngig, man erhélt in
Analogie zu Glg (2.19) den Ausdruck

S S
W = [Re(s)ds=a- | E(s)ds (3.6)
S S
W gibt an, welche Arbeit verrichtet werden muss, um eine Ladung von einem Ort s, zu einem Ort s, zu transportieren. Fr
eine Probeladung q gilt

AW =W, - W, (3.7)

wobei W, und W, die Energie der Probel adung an den beiden Orten ist. Ananlog zu 2.5.3 kann man jedem Ort ein Potenzial
zuordnen, das die Energie pro Ladung angibt:

V(s) = % (3.8)

damit ergibt sich aus Glg. (3.7) die Beziehung
AV =V(s;) - V(s) (3.9

wobei AV die Potenzial differenz zwischen den beiden Punkten ist. Diese Grof3e gibt an, welche Arbeit pro Ladung verrich-
tet werden muss, um die Ladung g vom Ort mit dem Potenzial V(s ) zum Ort mit dem Potenzial V(s,) zu transportieren. Es
giltalso

— =Aav (3.10)

Dies ist aber gerade die Definition der elektrischen Spannung, das heifdt, die elektrische Spannung beschreibt die
Potenzial differenz zwischen zwei Punkten des el ektrischen Feldes.
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Dasich die elektrische Spannung als Differenz zweier Potenziale ergibt:

_ AW
q
folgt daraus fir die Einheit der Spannung

U=AV (3.11)

.m
T
3
q] A-s A-s

3.2.2 Spannung und elektrisches Feld

L egt man an die beiden Platten nach Abb. 3.5 eine Spannung an, so entsteht zwischen den Platten ein el ektrisches Feld. Zur
Bestimmung der Feldstérke betrachtet man eine Ladung, die von einer Platte zur anderen gegen die Kraftwirkung des
Feldes transportiert wird, wobei Arbeit verrichtet wird. Haben die Platten den Abstand d, so gilt nach Glg. (3.5)

W=F.-d=qg-E-d (3.12)
Mit Glg. (3.11) lasst sich W ausdriicken durch
W=q-U (3.13)
Einsetzen von Glg. (3.12) in (3.13) ergibt
q-U=q-E-d=>U=E-d (3.14)
Aufgel 8st nach E ergibt sich damit fur die elektrische Feldstérke zwischen den Platten

E=—
g (3.15)
Diese Ableitung von E aus der Spannung U zwischen zwei Punkten im Abstand d rechtfertigt die Verwendung der Einheit
)1
[d] m

3.3 Ladung und elektrisches Feld

Bislang wurde nur der Einfluss eines el ektrischen Feldes auf eine Probel adung g untersucht, eine quantitative Aussage tber
die Feldstérke, die durch eine Ladung Q als felderzeugende Grolie entsteht, steht aber noch aus. Dabei liegt aber auf der
Hand, dass die Feldstarke abhangt vom Betrag von Q. Wie man den Abb. 3.3 bis 3.5 entnehmen kann, steigt die Flachen-
ladungsdichtes, wenn mehr Ladungen auf einer gegebenen Flache verteilt werden. Gleichzeitig nimmt die Feldstérke des
elektrischen Feldes zu. Wie bei den Uberlegungen beim Gravitationsfeld kann man davon ausgehen, dass eine Proportio-
nalitét vorliegt:
oc~E (3.16)

Zur Bestimmung des Proportionalitétsfaktors muss in einem bekannten elektrischen Feld E - z.B. im Inneren eines
Plattenkondensators - die Flachenladungsdi chte bestimmt werden, die sich auf einer in das Feld verbrachten Flache ausbil -
det. Dazu werden zwei gleichgrol3e Metallplatten bekannter Fldche A gleichzeitig in das Feld eingetaucht, wobei sich die
beiden zugewandten Flachen der Metallplatten bertihren. Anschlief3end werden die Platten getrennt und aus dem Feld
entfernt. Durch Messung der aufgebrachten Ladungsmenge Q lasst sich die zugehdrige Flachenladungsdichte o bestim-
men.

Als Poportionalitétsfaktor wird die sog. Dielektrizitétskonstante e, eingefuhrt:

[0] I'Tl‘ A-S
— . — — i — )
c=¢, E [go]_[ ]_ v _IV_ (3 7)

Messungen haben fir diese Naturkonstante den Wert ¢, = 8,854- 10 \,/A_s ergeben.
-m
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3.3.1 Kapazitat eines Plattenkondensator s

Damit zwischen den Platten eines Plattenkondensators eine bestimmte Feldstérke entsteht, missen die beiden Platten mit
entgegengesetzten Ladungen vom Betrag Q versehen werden. Diese verteilen sich gleichmafdig auf die Plattenflache A und
erzeugen so eine bestimmte Fléachenladungsdichte s. Durch das Aufbringen von entgegengesetzten Ladungen entsteht
zwischen den Platten eine Potenzia differenz, also liegt zwischen den Platten eine bestimmte Spannung U an. Nach Glg.
(3.3) und Glg. (3.17) gilt

c=—=¢g"E (3.18)

Ersetzt man E durch den Ausdruck von Glg. (3.15), so erhdlt man

— =& = =8 — (3.19)

Der Quotient von Q und U gibt an, welche Ladungsmenge pro Spannungseinheit bendtigt wird und wird bestimmt durch die
geometrischen Abmessungen des Plattenpaars. Man bezei chnet diesen Quotienten alsK apazitéat des Plattenkondensators:

C=eog (3.20)

Der Begriff Kapazitét impliziert die Fahigkeit, etwas,, aufzunehmen, hier deutet er darauf hin, dassin dem Kondensator
Ladungen gespeichert werden kdnnen, waobei die gespeicherte Ladungsmenge von der Spannung abhangt, die dabei zwi-
schen den Platten des Kondensators entsteht oder von auf3en an die Platten angelegt wird, wobei eine bestimmte Ladungs-
menge auf die Platten transportiert wird. Fur die Einheit von C gilt
Al As1m® As  C
[c]- feo} 2 .

&, -—=1_. _1_=1_
[d "v.m 1m vV TV

Diese Einheit wird auch abgekiirzt als 1 F (Farad). Diesist einin der Praxis sehr groRer Wert, deswegen findet man haufig
die dezimalen UntergréRRen uF (10° F, Mikrofarad), nF (10-° F, Nanofarad) und pF (10*2 Fm Pikofarad).

3.3.2 Elektrische Feldstarke einer Punktladung

Eine punktférmige Ladung alsfelderzeugende Grof3e erzeugt ein el ektrisches Radialfeld. Dasich die Feldlinien radial nach
auRRen erstrecken, unterscheidet sich in hinreichender Entfernung das Feld nicht von dem einer Kugel, auf dessen Oberfl&
che die gleiche Ladung verteilt ist. Nach der Definition der Flachenladungsdichte gilt auch hier Glg. (3.18), wobei die
Fléche die Oberflache einer Kugel ist mit

A=4n-r?
Eingesetzt in Glg. (3.18) und aufgel st nach E ergibt sich
1 O
E= 3
Angg 12 (3.22)

Hier zeigt sich die groRe Ahnlichkeit mit den Gesetzen im Gravitationsfeld - vergl. Glg. (2.6) - mit der felderzeugenden
GrolRe im Zahler, dem Quadrat des Abstandes im Nenner und einem konstanten Vorfaktor.

Unter Verwendung von Glg. (3.4) erhé@t man einen Ausdruck fur die Kraftwirkung zwischen zwei (als punktférmig anzu-
sehenden) Ladungen, wobei Q die felderzeugende Grél3e und g eine Probeladung ist:

_1 a0
qm-g, 1’
Da die auftretenden Beziehungen symmetrisch sind, weil sowohl g as auch Q wechselweise als felderzeugende Grofde
angesehen werden durfen, kénnen g und Q durch beliebige Ladungen Q, und Q, ersetzt werden, wobei r der Abstand
zwischen den Mittel punkten der Ladungen ist. In dieser Form bezei chnet man das Gesetz auch alsCoulombsches Gesetz:

1 OG0

P (3.23)

Fe= (3.22)
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3.4 Berechnungsbeispiele

3.4.1 Aufladung eines Plattenkondensators

Ein Plattenkondensator aus kreisférmigen Platten mit einem Durchmesser von 25 cm und einem Plattenabstand von 1 cm
kann maximal auf eine Spannung von 40 000 V aufgeladen werden, bevor ein Funke Uberspringt und die Platten entladt.
Gesucht sind seine Kapazitét, die Feldstérke zwischen und die Ladung auf den Platten bei maximaler Spannung.

Lsg.:
Aus Glg. (3.20) ergibt sich fur die Kapazitat
2 2
Cmeo =gy B0 —ggsa 102 A8 OB _ g0 102k _g6opr
d d V-m 0,01m
Die Feldstérke ergibt sich im Plattenkondensator nach Glg. (3.15) zu
_U_ 40000V _ ) 0.10° Y~ 4000V
d 0,0Im m m

Die auf den Platten befindliche Ladung erhé@t man nach Glg. (3.19) zu

Q _ A _ _ _ -11 4 _ 6 ~ _

m —€0~E =C=>0Q=C-U=435-10 "F-400-10'V =1,74-10 C=1,74uC

3.4.2 Aufladung einer Kugel

Eine Metallkugel mit dem Radiusr =5 cm wird mit einer Ladung Q = 35 nC versehen. Gesucht ist die Flachenladungs-
dichte an der Oberflache sowie die el ektrische Feldstérke in einem Abstand d = 10 cm von der Oberflache. Welche Span-
nung muss eine Spannungsquelle haben, damit die Kugel entsprechend aufgeladen wirdf3

Lsg.:

Die Flachenl adungsdichte ergibt sich aus dem Quotienten von Ladung und der Kugel oberflache zu

O 0 _ 3510°C 6 C

o= =111'10"°—
m

" A 4nr? 4m-(0,05m)
Zur Bestimmung der elektrischen Feldstérke kann entweder der obige Ansatz fir die Fléchenladungsdichte auf der Ober-
flache einer Kugel mit dem Radiusr, = r + d oder direkt die Gleichung (3.21) verwendet werden.

Uber die Flachenladungsdichte erhélt man

7 C
109 124107 =
_Q__Q = 35-10 Cz =1,24-10'7£2=>E=—=—m=13,98-1oBX
A 4TC‘I’ 41'5‘(0,15m) m Eo 8854'10_12 A.S m
Uber Glg. (3.21) erhdlt man den selben Wert fr E mit
_9
1 Q 1 35-10 C=13,98.103X
m

et 4n-8.854.10°2 A8 (015m)°
V-m

Um die Spannung der Spannungsquelle zu erhalten, ist die Uberfiihrungsarbeit von der Kugel oberflache zu einem hinrei-
chend (unendlich) weit entfernten Punkt zu bestimmen. Nach Glg. (3.6) ist beim Transport einer Probeladung von der
Oberflache der Kugel die Arbeit W zu verrichten, wobel Uber den Weg von s = r biss = < zu integrieren ist. Durch
Division durch q erhé@lt man die dadurch Uberbriickte Potenzia differenz, al so die gesuchte Spannung U:

W=q-[E(s)ds= U =W [E(s)ds
r a r

Verwenden von Glg. (3.21) fur E(s), Integration Uber die angebenen Grenzen und Einsetzen der Zahlenwerte ergibt

oo . -9
u=_9 -jizds: Q (i (_1y___Q 1__ 35-107°C 1 _so90v
r o 4m- € I Agt- 8 854 10712 A-s 0,05m
' V-m
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3.4.3 AbstoBung zwischen zwei gleich geladenen Kugeln

Zwei metallisierte Tischtennisballe mit einem Radiusr, =16 mm und einer Masse TT 1 T T
von m = 3,2 g werden jewells an einem Faden der Lange ¢ = 0,8 m so aufgehangt,
dass sich ihre Oberflachen gerade eben bertihren. Anschlief3end werden sie gleich-
zeitig mit einer Ladung versehen, woraufhin sie sich abstof3en. Der sich dabei ein-
stellende Abstand zwischen den Oberfléchen betrégt d = 3 mm. Gesucht ist dieLa- /¢
dung Q, die auf jede der beiden Kugeln aufgebracht worden ist.

Lsg.:

Jede der aufgehéngten Kugel n entspricht einem Fadenpendel. Durch die abstoRende é_é
Kraft der beiden gleichnamigen Ladungen werden sie seitlich ausgelenkt, bisdie ™ C_X) d
rickstellende Kraft F_ aufgrund der Fallbeschleunigung g die Kraft durch die elek-  Abb. 3.6: Tischtennisbélle vor (links)
trische AbstoRung F_ aufhebt. und nach der Aufladung

Die Kraft F_ erhdlt man aus dem Coulombschen Gesetz nach Glg. (3.23), wobel Q, = Q, = Q gesetzt werden kann. Der
Abstand r der Ladungsmittel punkte ergibt sich dabei aus der Summe der beiden Kugelradien r, und dem angegebenen
Abstand d. Man erhélt:

2

1 0O

- qm-g,

Fur die Kraft F_ betrachtet man die vektorielle Zerlegung der an einer der beiden Kugeln
angreifenden Kréfte nach der Auslenkung (vergl. Abb. 3.7, dort nicht mal3stabsgerecht).
Die Masse m der Kugel erfahrt im Gravitationsfeld der Feldstérke g die Gewichtskraft
Fg senkrecht nach unten. Dieselasst sichin zwei Komponenten zerlegen: F_in Richtung
des Fadens - sie bewirkt eine Spannung des Fadens - und senkrecht dazu die Kraft F,
die ein Zuruickschwingen des Pendels bewirken wirde. Der Winkel ¢, der sich an der
Aufhangung einstellt, findet sich auch zwischen F_und F, wieder. Dadiedrei Kréfteein
rechtwinkliges Dreick bilden, Iasst sich F_aus Fg und ¢ berechnen, man erhalt:

Fr = F-sin(@) = m-g-sin(o)
Der Winkel ¢ |4sst sich aus der Fadenlange ¢ und dem Abstand d berechnen, wobei nur APb- 3.7: Vektorielle Zerlegung der
. . . . L Kréafte an einem Fadenpendel
eine Hélfte von d einem Pendel zuzordnen ist. Hier gilt

Nl

d d
t = = — = arct _
o)==y 0= an(ze)

Aus dem Kraftegleichgewicht zwischen F,, und F_ kann man nun durch Einsetzen der Beziehungen nach der einizigen
unbekannten Grof3e Q aufldsen:

Fe=R= 1 -Q—z—m-g-s'n arctan d =Q=r-_|4n-g,-m-g-Sin| arctan d
TR A, 1 20 ° 20

Mitr=2-r +derhdt man

_3
Q= (2-16-10°m+3-10m)-_[47-8,854.102 25 .32.10 kg 9,810 5] arctan| 12 M
V-m S 2-0,8m

Q=283-10°C=283C
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3.5 Auf- und Entladung eines K ondensator s

Damit zwischen den beiden Platten eines Kondensators ein el ektrisches Feld ent-

stehen kann, miissen die Platten jeweils mit einer entgegengesetzt gerichteten La- 2 S =

dung versehen werden. Wahrend des Aufladevorgangs bewegen sich also Ladun- ‘\—g

gen von einer Ladungsquelle zu den Platten: es fliefdt ein Strom. Als Ladungs- t g R !

guelle kann eine Spannungsquelle dienen, da zwischen deren Polen eine LE’D Uy C —3‘3 Ue
Potenzialdifferenz (= Spannung) besteht, die dann auch zwischen den beiden | !

Kondensatorplatten auftreten muss. Wegen des unvermeidlichen ohmschen Wi- )
. . . ) ) Abb. 3.8: Schaltung zur Untersuchung
derstandes eines Leiters kann dieser Aufladestrom nicht unendlich grof3 werden, ger Aufladung eines Kondensators

folglich benttigt der Ladevorgang eine gewisse Zeit. Zur genaueren Analyse die-
ses Prozessesist eine Schaltung nach Abb. 3.8 geeignet.

Zum Zeitpunkt t, werde der Schalter S von der Stellung b ind Die Stellung a gebracht, die Ladung auf C ist in diesem
Moment noch gleich 0. Nach Glg. (3.19) gilt fUr die Spannung am K ondensator

Uc(t) = % (3.24)

aso ist zum Zeitpunkt des Umschaltens des Schalters U (t,) = 0 V. R und C bilden eine Reihenschaltung, nach dem
Kirchhoffschen Gesetz Uiber die Teilspannungen in einer Reihenschaltung gilt zu jedem Zeitpunkt, dass die Summe der
Teilspannungen gleich der anliegenden Gesamtspannung ist. In diesem Fall gilt also:

Uo = U () + Uc(t) (3.25)

Dazum Zeitpunkt t, U (t)) =0V ist, fallt also die gesamte Spannung U an R ab. Nach dem Ohmschen Gesetz wird also der
Anfangsstrom im Stromkreis allein durch R und U bestimmt:

Ur() =Up=I(to) = % (3.26)

Im Zeitintervall At wird durch diesen Strom I(t) eine Ladungsmenge AQ auf die Kondensatorplatten transportiert:
AQ=1(ty)- At (3.27)

nach Ablauf des Zeitintervalls betrégt gilt fir Spannung und L adung an den K ondensatorplatten nunmehr

Uc(to +At) = A—c? (3.29)

Q(t) =AQ (3.29)

Zum Zeitpunkt t, = t, + At gibt es nun also zwei Teilspannungen ungleich Null, die sich zur Gesamtspannung addieren.
Folglichist zum Zeitpunkt t, die Spannung am Widerstand um den Betrag der Spannung am Kondensator geringer, was zu
einem kleineren Strom I (t,) fiihrt. Im n&chsten gleichgrofien Zeitintervall ergibt sich also eine geringere zusétzliche Ladung
AQ’, die der bereits vorhandenen Ladung des Kondensators zugefiihrt wird und zu seiner weiteren Aufladung beitréagt:

Un(t) = Up — Ug(ty) = I(t) = %‘7(“) (330)

Q(t2) =Q(t)) +AQ (3.31)
Allgemein erhélt man fur die Berechnung der Spannung am Kondensator fir das n-te Zeitintervall durch schrittweises

Einsetzen der Glg. (3.27) bis (3.31) die Iterationsanweisung

Uo —Uc(t,
Ue(th) = Uc(tys) *%c(l)'“ (332)

3.5.1 Iterative Berechnung der Aufladung

Die obige Verfahrensweise erlaubt eine schrittweise Berechnung z.B. mit Hilfe einer Tabellenkalkulation. Man bendtigt
zwei Spaltenfir tund U (t). Die Anfangswerte der ersten Zeile (Zellen A2 und B2) sind durch die vorgegebenen Anfangs-
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bedingungt,=0und U (t ) = Ofestgelegt.In den A B c [p [E |F
weiteren Zeilen wird in der Saplte ,t* die ¢ ue DT=03 |U0<10
0 0 R= |1000|C= |1E-3

Iterationsbedingung fur das Zeitintervall, in der
Spalte ,,UC" die Formel nach Glg. 3.32 einge-
tragen, wobel der Bezug fur U _(t ) auf diedar- | 5
Uber liegende Zelle zeigt. In den Spalten C hisF  Abb. 3.9: Tabellenblattausschnitt mit Formelbeziigen zur iterativen
sind die K onstanten eingetragen, sodass man mit Berechnung der Aufladung eines Kondensators

den absoluten Zellbeztigen (z.B. $D$1) in der Formel darauf uc
Bezug nehmen kann, ohne dassbeim Kopierenvon Zellen(Ta- 0,0 0,00
bellein den Spalten A und B ab Zeile 3 nach unten ausfillen) o o5
der Verweis entsprechend neu berechnet wird (absoluter 09 6,57
ZelIbezug). Ohnedie$-Zeichen werden Zellbezigealsrelative s g9

Beziige behandelt und beim Kopieren automatisch angepasst. 1.8 8,82
Abb. 3.10 zeigt die sich daraus ergebende Tabelle sowie die ;:11 g:zltg
graphische Darstellung. Man erkennt deutlich, dass die Span- gg g:?g
nung an dem Kondensator am Anfang steil ansteigt, bis die 33 9,80
Kurve schliefdlich in eine Asymptote Ubergeht, die durch die 2:8 g:gg
Quellenspannungvon U =10V bestimmt wird. Betrachtet man 4,2 9,93

die Tabelle genauer, so erkennt man, dass nach 0,6 s ca. 50%, +° 9'?5 _
nach 1,2 sca. 75% und nach 1,8 sca. 88% der Quellenspannung ?:l?el ?;%e;aebﬁishuggrg (,??;ﬁ;ﬁ 5);: izlkgggder

erreicht wird, d.h., nach jeweils 0,6 s halbiert sich die noch

verbleibende Differenz zwischen U _ und U, . Dieses Verhalten weist auf einen exponentiellen Zusammenhang zwischen U

und t hin.

=A2+$D$1 | =B2+($E$S1-B2)/($D$2*$F$2)*$D$1
=A3+$D$1 | =B3+($ES1-B3)/($D$2*$F$2)*$D$1

AN

S

O P N W » O O N 0 ©
I~

10 20 30 4,0

o
o

3.5.2 lterative Berechnung der Entladung

Wird nach hinreichend langer Zeit der Schalter Swieder in die Position b gebracht, [auft der bei der Aufladung beschriebe-
ne Prozess in umgekehrter Richtung ab, der vollstdndig aufgeladene Kondensator wird nun aber tber den Widerstand
entladen. Prinzipiell gelten nun die gleichen Uberlegungen wie zuvor, doch sind die Anfangsbedingungen anders zu setzen.

Zum Zeitpunkt t, = 0ist U (t)) = U,, mit jedem A 5 s o T I
Zeitintervall At fliefdt aber ein bestimmter Tell [ ¢ ucC DT=]0,3 [uod10
der Ladung ab, sodass die Spannung am Kon- |2 0 =$F$1 R=_|1000|C= |1E-3
densator und damit der Strom durch den Wider- | 3] =A2+$D$1| =B2-B2/($D$2*$F$2)*$D$1

.. s . 4 | =A3+$D$1| =B3-B3/($D$2*$F$2)*$D$1
stand fur das néchste Intervall abnimmt. Abb. 5 ( )
34 _Za gt die entsprechenden Formeln fir die Abb. 3.11: Tabellenblattausschnitt mit Formelbeziigen zur iterativen
Iteration. Berechnung der Entladung eines Kondensators

3.5.3 Analytische Berechnung der Entladung

Auch fur die Entladung gilt das Kirchhoffsche Gesetz, nach dem die Summe der Teilspannungen gleich der Gesamt-
spannung sein muss. |n der Position b des Schalters addieren sich die Spannungen an R und C zu Null, al'so gilt zu jedem
Zeitpunkt t der Entladung:

Ur()+Uc(t)=0 (3.33)

Fur die Spannung an einem Widerstand R gilt nach dem Ohmschen Gesetz die Beziehung
Us()=1(t)-R (3.34)

und fur die Spannung am Kondensator nach Glg. (3.19)

Uc(t) =Q(t) % (3.35)
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Strom und Ladung héngen zusammen, da der Transport einer Ladung einen Stromfluss bewirkt. Aus der vereinfachten
Definition des Stromes als

A9
At

erhalt man den Momentanwert des Stromes als

1= lim 52 =200 = QW (336)

das heil3t, der Strom ist die Ableitung der zeitabhangigen Funktion fir die Ladung. Setzt man Glg. (3.36) in (3.34) ein, so
ergibt sich fur Glg. (3.33) der Ausdruck

Qﬁ)R+QU%é=0 (337)

In dieser Gleichung treten die beiden zeitabhangigen Funktionen Q(t) und Q(t) auf, wobei letztere die 1. Ableitung der
Ausgangsfunktion nach der Zeit ist. Eine derartige Gleichung bezeichnet man alsDiffer enzialgleichung. Divisiondurch R
Uberfuhrt diese Gleichung in die Form
. 1
Q(t) =- RC Q(t) (3.38)
Wie man daraus ablesen kann, muss es sich bei Q(t) um eine Funktion handeln, deren 1. Ableitung bis auf einen konstanten
Faktor mit der Ausgangsfunktion Ubereinstimmt. Einen mdglichen L ésungsansatz bieten hier die Exponential funktionen

der Form
f(x)=ae”

denn deren Ableitung hat die Form
f'(x)=a-b-e” =b-f(x)

und erfullen somit die obige Bedingung. Ein Ldsungsansatz fur Q(t) ist somit

oi)=a-e™ (3.39)
mit der Ableitungsfunktion
Q(t)=a-b-e”" =b-Q(1) (3.40)
wobei die beiden Parameter aund b zu bestimmen sind. Einsetzen von Glg. (3.39) und (3.40) in (3.38) ergibt den Ausdruck
1
b-O(t) = ————-Q(t
Q(t) R.C Q(t) (3.41)
und nach Division durch Q(t) erhélt man den ersten Parameter b zu
-1
R-C

Den Parameter aerhalt man durch die Angabe der Startbedingung, dass zum Zeitpunkt t, = 0 die Spannung am K ondensator
U(t,) = U, ist. Durch die Angabe der Spannung ist auch nach Glgl. (3.19) auch Q(t) bekannt, man erhalt wegen € = 1:

u :
Qlty) =2 =a-e”=a
Der Parameter abeschreibt al so die L adung auf dem K ondensator zum Zeitpunkt t, diesewird deshalb al's Q, bezeichnet. Somit

kennt man nun beide Parameter der Funktion von Q(t), und es gilt:

t

O =05-e *° (342
fur die Spannung am Kondensator erhélt man

t

Uc(t) =Uo g RC (3.43)
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3.5.4 Analytische Berechnung der Aufladung eines K ondensators

Der Vergleich der Vorgange bei der Entladung mit denen der Aufladung zeigt, dassauch hier die gleichen Gesetzméldigkei-
ten zu Grunde liegen. Die Summen der Teilspannungen ergeben sich hier durch die von der Spannungsquelle vorgebenene
Gesamtspannung U zu:

Ur(t) T Uc(t)=Up (3.44)

Hier wie dort lassen sich die Teilspannungen durch die entsprechenden Gesetzmal3igkeiten ersetzen und man erhélt die
Differnzialgleichung (DGL)

O R+0(1) é = U, (3.45)

DieLdsung dieser DGL gestaltet sich etwas aufwandiger alsim vorherigen Fall, dahier noch ein konstanter Summand zu
berticksichtigen ist. Eine Lésung ist die Funktion

t
Uc(t) =Up - (1-e RC) (3.46)
Fir t, = 0 wird U_(t,) = 0 (Anfangsbedingung), da € = 1 ist, wahrend nach hinreichend langer Zeit t sehr grofe Werte
annimmt und damit e* gegen 0 geht, was beduetet, das U (t) sich U, beliebig annahert.

3.6 Berechnungsbeispiele

3.6.1 Aufladung eines Kondensators

Ein Kondensator der Kapazitédt C = 0,1 pF wird tber einen Widerstand R = 5 kQ von einer Spannungsquelle mit der
Spannung U = 24V aufgeladen. Zum Zeitpunkt t = 0ist der Kondensator noch vollstandig entladen. Wielange dauert es,
bis der Kondensator bis auf die Halfte der Spannung U, aufgeladen ist?

Lsg.:
Gesucht ist t so, dass gilt:

1
Ucl(tyz) ZE' Uo

Daes sich um eine Aufladung handelt, ist Glg. (3.46) zu verwenden. Also gilt
1 e

Uc(tyz) :E' Uo=U,-(1-e R°)

Der Faktor U, lasst sich kiirzen, es bleibt eine Gleichung, wo die gesuchte Grofke t, , im Exponenten steht:

1 TR

==1-¢ R¢
2

Subtraktion von 1 und Multiplikation mit dem Faktor (-1) liefert eine Gleichung, die sich durch Logarithmieren |6sen | asst:

[1/2
%: e RC o |n(lJ= _ e =ty = —R-C-In(%}

2 R-C

Einsetzen der Zahlenwerte ergibt
ty, =-5-10°Q-01-10°F- In(%] =347-10"*s=0,347ms

Der Faktor R - Cim Nenner des Exponenten wird als Zeitkonstante des RC-Gliedes bezeichnet. Er gibt an, nach welcher
Zeit sich die Spannung am Kondensator um den Faktor 1/e gedndert hat. Multipliziert man diese Zeitkonstante mit dem
Fakor In(1/2), so entspricht das einer Basistransformation von der Basis e zur Basis 2:
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4  Das magnetisches Feld

Im Gegensatz zum Gravitationsfel d und zum el ektrischen Feld wird ein magnetisches Feld durch eine GrolRe erzeugt, diein
Bewegung ist. Wéahrend die ersten beiden Feldarten eine Vielzahl von Gemeinsamkeiten haben, erfordert das magnetische
Feld weitergehende Uberlegungen.

Als felderzeugende GroRze wird in 1.1 eine bewegte Ladung angegeben, wie sie z.B. in

einem stromdurchflossenen Leiter anzutreffen ist. Ein einfaches Experiment stellt die ent-

sprechenden Abhangi gkeiten anschaulich dar. Dazu wird in den Raum zwischen den Schen- | 2B
keln eines Hufei senmagneten ein gerades L eiterstiick der Lange eingefihrt, der von einem TF>
Strom | durchflossen wird. Das Leiterstiick ist mit einer Aufhéangung versehen, die eine —
Auslenkung quer zur L eiterachse erlaubt. Die auf das L eiterstiick ausgelibte Kraft [asst sich |j

an der Auslenkung ablesen (vergl. Ladungspendel in 3.4.3). Variiert man die Leiterlange¢ Abb. 4.1: Kraftwirkung auf ein

. . S . . i . . stromdur chfl ossenes Leiterstiick
und die Stromstérke |, so zeigt sich jeweils eine Proportionalitét zwischen der varrierten in einem Magnetfeld

Grofie und der auslenkenden Kraft:
F~¢ (4.1)
F~1 (4.2)

Wie auch bei den anderen beiden Feldarten wird die magnetische Feldstérke B als MaR3 fur die Kraft auf eine Probegrolle
festgelegt, man erhélt

F=1./-B (4.3)
Fur die Einheit von B gilt

Y
lB)- ]~[€]_1A~Jm_lA~qs2

diese Einheit wird als 1 T (Tesla) bezeichnet.

4.1 Betragund Richtung der wirkenden Kraft

In Glg. (4.3) sind die drei Gréfzen F, | und B vektorielle Gréfen (1 ist eine skalare Lange, nicht zu verwechseln mit einer
vektoriellen Strecke). Die im Experiment beobachtete Kraftwirkung steht dabei senkrecht zur Stromrichtung von | und
senkrecht zur Richtung des Magnetfeldes. In vektorieller Schreibweiseist daher das Kreuzprodukt zu verwenden, es gilt:

F=/(1xB (4.4)
Die Orientierung dieser drel Grofen im Raum kann man sich mit der ,, Drei-Finger-Regel“ (oft auch ,,UVW-Regel“ ge-
nannt) visualisieren. Dabei zeigt der Daumen in Richtung der Ursache (technische Stromrichtung), der Zeigefinger in
Richtung der Vermittlung (Richtung des Magnetfelds), der abgewinkelte Mittelfinger gibt dann die Richtung der Wirkung
(Kraftrichtung) an. Sind Stromrichtung und magnetische Feldrichtung nicht senkrecht zueinander, reduziert sich dieresul-
tierende Kraft. Ihr Betrag kann berechnet werden durch den Ausdruck

F=/-1-B-sin(<1,B) (4.5)

4.2 Lorentz-Kraft auf bewegte Ladungen

Die auf den Leiter ausgelibte Kraft ist nicht auf eine Wechselwirkung zwischen dem Leitermaterial und dem Magnetfeld
zuriickzufiihren, sondern auf eine Kraft, die auf die sich im Inneren des L eiters bewegenden Ladungen wirkt. Die Summe
aler dieser Kréfteist die auf den Leiter wirkende Kraft, dadie Ladungen an die Atome des L eitermaterial s gebunden sind.
Der Zusammenhang zwischen Strom und Ladung nach

_Q_za

AL AL (4.6)

beschreibt einen Strom | Uber die Anzahl z von Elementarladungen, die pro Zeiteinheit durch den Leiter flie3en. Befinden



Felder -23-

sichin einem Leiter der Lange ¢ eine Anzahl von z Elektronen, so legen diese im Zeitintervall At eine bestimmte Strecke
zuruick. Jedes Elektron hat also eine Geschwindigkeit v, fur die gilt:

1
V=— 4.7
AL (4.7)
Lost man Glg. (4.7) nach At auf und setzt diesen Ausdruck in (4.6) ein, so erhdlt man fur | die Beziehung
Qv _z-gv
0 1

Eingesetzt in die Glg. (4.3) ergibt sich daraus fir die Kraft auf den Leiter

(4.8

F=Z'G'T'V-é-s=z-q-v.3 (4.9)
dievon allen z Elektronen gemeinsam auf den Leiter ausgelibt wird. Fir ein einzelnes Elektron ergibt sich daraus die sog.
Lorentz-Kraft

F.=q-v-B (4.10)
diesich analog zu Glg. (4.4) ebenfalls vektoriell darstellen lasst mit

F -q-UxB (4.11)

DieRichtung der Kraft ergibt sich ebenfallswieder aus den Richtungen von v und B, dahier aber v die Bewegungsrichtung
von Elektronen angibt, die eine negative Ladung besitzen, muss die Richtung von F, umgedreht werden. Verwendet man
bei der , Drei-Finger-Regel” dielinkeHand, ergibt sich die Richtung von F, vorzeichenrichtig (physikalische Stromrichtung).

4.2.1 Der Hall-Effekt zur Magnetfeldmessung

gnetfeldern. Dazuwird ein Leiter in ein Magnetfeld verbracht und von einem

Eine spezielle Wirkung der Lorentz-Kraft erlaubt das Ausmessen von Ma- U,
T B
Strom durchflossen. Verhindert man eine Bewegung des L eiters, in dem man - '

e . i T Pooe ELoeGa ®
ihn fixiert, wirkt zwar noch die Lorentzkraft auf die Leitungselektronen, der o | o Ve ® p " % _—5
Leiter kann sich jedoch nicht mehr bewegen. Deshalb bewirkt die Lorentz- b [ e % e 2 O
Kraft eine Verschiebung der Elektronen im Inneren des L eiters senkrecht zur - \/d\
Stromrichtung und senkrecht zum Magnetfeld, das den Leiter durchdringt. | ¢ Lu I

H+

Diese L adungsverschiebung bewirkt eine Spannung zwischen den beiden ge- o

.. . . . ) . N - Abb. 4.2: Lorentz-Kraft in einem quader-
genlberliegenden Seiten des Leiters, die soweit anwéchst, bis die dadurch ¢ gen Leiter und daraus resultierende
ausgellbte Kraft des elektrischen Feldes F, im Gleichgewicht ist mit der Verschiebung der Leitungselektronen
Lorentz-Kraft F, .

Nach Glg. (3.4) und (3.15) ergibt sich fir die elektrostatische Fel dkraft

U
Fo=a-E=q—~ (4.12)

dadie Spannung an den beiden Seiten des Quaders abgegriffen wird, dieden Abstand b voneinander haben. Aus der oben
angegebenen Gleichgewichtsbedingung ergibt sich folglich

U
|:d=|:L@q.TH=q-v-B (4.13)

Krzen von g und Aufldsen nach U, ergibt
Uy=b-v-B (4.14)
Die Hallspannung ist also bei fester Breiteb des Quaders und konstanter L adungstragergeschwindigkeit v proportional zur

magnetischen Feldstarke B, was somit nach einer entsprechenden Eichung eine Messung von B durch das Messen der
Hallspannung U, erlaubt.
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4.2.2 Driftgeschwindigkeit und Stromstérke beim Hall-Effekt

Diein Glg. (4.14) fur den Hall-Effekt mal3geblich Driftgeschwindigkeit ist auf direktem Wege nicht zu messen, wohl aber
der Strom |, der die Bewegung der Leitungselektronen im Inneren des Leiters bewirkt. Gibt n die Anzahl der Elektronen
pro Volumeneinheit an (sog. Teilchendichte), so ergibt sich fur den Strom analog zu Glg. (4.8)

_n-vV-q_n-b-¢-d-q

|
AL AL (4.15)
Mit Glg. (4.7) erhdlt man daraus
I:n-b-v-d~q=>v=; (4.16)

n-b-d. q
und kann nun durch Ersetzen von v einen Ausdruck fir die Hall-spannung U, erhalten, der auf der rechten Seite der
Gleichung bis auf die Teichendichte n nur noch direkt messhare Grofen enthélt:

1 1
Uy :n_-q'EB (4.17)
Die Breite b des Quaders spielt folglich keine Rolle, daftr wird der Hall-Effekt umso gréfer, je kleiner die Dicke d des
Quadersist. Dader fiir die Stromleitung rel evante Querschnitt des L eiters durch das Produkt b - d bestimmt wird, muss man
also den Quader maoglichst breit machen, damit er durch die unvermeidliche Erwérmung vom Messstrom | nicht zerstort

wird.

Der erste Faktor ist stoffspezifisch, er wird als Hall-K onstante bezeichnet und mit R, abgekrzt:

I
UH:RH.E.B (4.18)

Der Hall-Effekt wird entscheidend durch die Teilchendichte n bestimmt: je kleiner sieist,

desto ausgepragter ist der Hall-Effekt. Bei einem metallischen Leiter ist die Teilchendichte [ Stoff R, in m¥/C
- 101

sehr hoch, daviele Atome desKristallgefiiges ein L eitungsel ektron beisteuern kénnen. Anders gTEfer :'3 12711
ist es bel dotierten Halbleitern, dort werden die frel verfligbaren Ladungstréger vor alem B:sr:[n '5’0'10_7
durch die zugesetzten Fremdatome beigesteuert, damit ist dort die Teilchendichte um 5 bis - - ' -

) i ) Indium-Arsenid | -1,0-10"
10 Zehnerpotenzen geringer as bei Metallen. Dinne Halbleiter-Pléttchen werden deswe- Cadmium +6,0-101
gen bevorzugt zur M agnetfeldmessung eingesetzt (Hall-Sonden). Eine Zusammenstellung [Zink +1,0-101°

einiger Hall-Konstanten zeigt die Tabelle in Abb. 4.3. Man erkennt deutlich den Unter- app 4.3 Tabelle mit den Hall-
schied zwischen gut leitenden Metallen wie Silber oder Kupfer im Vergleich zu dem Konstanten einiger Stoffe
Halbleitermaterial InAs. Das positive Vorzeichen bei Cadmium und Zink weist darauf hin,

dass auch eine Stromleitung durch Fehlstellen (sog. , Ldcher*) mdglich ist, wie man sie sonst schon von p-dotierten
Halbleitern her kennt.

4.3 Magnetfeld stromdurchflossener Leiter

4.3.1 Magnetfeld eines gestreckten Leiters

Fur das L eiterschaukel -Experiment nach Abb. 4.1 wurde das magnetische Feld zwischen den Pol schuhen el nes Permanent-
magneten verwendet. Doch auch jeder stromdurchflossene L eiter erzeugt in seiner Umgebung ein Magnetfeld. Wie bereits
in Abb. 1.3 angedeutet, bilden die Feldlinien konzentrische Kreise um den Mittel punkt des L eiters, wobei die Kreisebene
senkrecht zur Ausrichtung des Leiters steht. Fir deren Richtung gibt es eine ,, Faustregel“: zeigt der Daumen der rechten
Hand in Richtung der (technischen) Stromrichtung, so deuten die den Leiter umschlief3enden Finger in die Richtung der
Feldlinien.

Misst man das Feld eines solchen Leiters z.B. mit einer Hall sonde aus, so erhédlt man die beiden Proportionalitaten

B~1 und B~ (4.19)
r

Nach der Definition der Stromstérkeneinheit fliefdt ein Strom von 1 A, wenn zwischen zwel parellelen, unendlich langen
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Leitern, die von einem Strom von 1 A durchflossen werden, in einem Abstand von 1 m pro Meter Leiterlange eine Kraft
von 2 - 107 N hervorgerufen wird. Betrachtet man einen der beiden Leiter als felderzeugende Grol3e, so erzeugt er nach
dieser Definition ein magnetisches Feld der Flussdichte B, sodass auf den zweiten Leiter als Probekdrper eine Kraft Fwirkt
nach:

F=1.-/-B (4.20)
Die Proportionalitét von Glg. (4.19) ergibt nach Einfihren eines Proportiona tétsfaktors k die Gleichung

B=k (4.21)

1

r
Einsetzen von (4.21) in (4.20) und Auflésen nach k ergibt die Beziehung
F-r
012
Diebei der Ampere-Definition vorgegebenen Betrége der hier auftretenden Grof3en ergeben

F=l-f kL= K= (4.22)
r

—7
Anders als beim Gravitationsfeld und beim elektrischen Feld bilden die Feldlinien des magnetischen Feldes immer ge-
schlossene Linien, haben a so keinen Anfang oder Ende. Im einfachsten Fall - wie beim hier betrachteten geraden Leiter -
sind dies konzentrische Kreise.Zur vollsténdigen Erfassung einer solchen Feldlinie muss der Kreis einmal umfahren wer-
den, was nach mathemati scher K onvention des Bogenmal3es einem Winkel von 2r entspricht, wobei 2r - r den Umfang des
umschriebenen Kreises angibt. Das Produkt der in Glg. (4.23) angegebenen Konstante k mit 2 wird als magnetische
Feldkonstante bezeichnet und mit 1, abgeklrzt:

o =4m-107 = (4.24)

Damit erhdt man fir die Feldstarke B im Abstand r von einem Leiter, der von einem Strom | durchflossen wird, die
Beziehung

|
0"
2n-r

B=u (4.25)

4.3.2 Magnetfeld einer langen Spule

Verformt man einen geraden Leiter zu einem Kreis, so erhélt man eine Spule mit einer Windung
(auch Leiterschleife genannt). Wird diese Spule von einem Strom durchflossen, bildet sich um
jeden Leiterabschnitt wieder ein konzentrisches Magnetfeld aus (vergl. Abb. 4.4). Im Inneren der
Spule tGiberlagern sich die einzelnen Feldlinien, sodass dort die magnetische Flussdichte gréfer ist
alsaulerhalb der Spule.

Werden n solcher Leiterschleifen parallel zuein-

el n Windungen ander angeordnet, so entsteht eine einlagige, zy-
—> lindrische Spule mit n Windungen. Abb. 4.5 zeigt o
ﬁ; B  das dabel entstehende Feldlinienbild, dass sich /
j: nach Uberlfl;\gerung .der em?elnen FeIdI|n|er.1 I& Abb. 4.4: Feldlinienbild
000000000000D0O00C000 der der n Leiterschleifen ergibt. Im Innerenbildet giner Leiterschieife

! 1 sich ein starkes, homogenes Feld aus, wahrend

/
Abb. 4.5: Feldlinienbild einer einlagigen zylin- ; ; ;
drischen Spule der LAnge /mit n\Windungen aufSere:aI b der Spule nur ein schwaches, inhomogenes magnetisches Feld
entsteht.

Das Ausmessen des Feldes im Inneren der Spule ergibt die Beziehung

I-n
B=Mo‘7 (4.26)
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4.4 Teilchen in Feldern

Bislang wurden vor allem Ladungen betrachtet, die sich in oder auf einem Material befinden und je nach Situation ein
elektrisches oder magnetisches Feld erzeugen. Die beschriebenen Gesetzmaligkeiten gelten jedoch auch fir geladene
Teilchen, die sich frei im Raum befinden. Da Elektronen oder lonen in Luft sich nicht frei bewegen konne, da sie durch
StoRe mit den Luftmol ekiilen sténdig gestort werden, setzen die meisten Versuche ein stark verdiinntes Gas oder ein Vaku-
um voraus.

4.4.1 Erzeugung freier Elektronen

Um freie Elektronen zu erhalten, miissen diese aus der aufRersten Hiille eines Atoms entfernt und anschlief3end aus dem
Material herausgel 6st werden, das von diesen Atomen gebildet wird.

In Gasen bezeichnet man diesen Vorgang als lonisation, dabei wird durch einen Stol3 mit einem Nachbaratom oder -
molekll der Hulle soviel Energie zugefihrt, dass ein Elektron herausgeschlagen wird. Solange dieses Elektron nicht von
einem anderen lon wieder eingefangen wird (Rekombination), steht es alsfreies Elektron zur Verfligung. Dadie Tempe-
ratur eines Gases ein Mal3 fUr die mittlere Energie der Gasatome oder -molekileist, steigt die l onisationswahrscheinlichkeit
mit der Temperatur. Bel sehr hohen Temperaturen kénnen alle Atome oder Molekile ionisiert werden, ein solches Gas
bezei chnet man als Plasma.

In Festkdrpern dient ebenfalls eine hohe Temperatur zur Erzeugung von freien Elektronen. Ist die Temperatur hoch genug,
so kdnnen einzel ne Elektronen die Oberflache des Festkorpers gegen die Anziehungskréfte der verbleibenden Atomriimpfe
verlassen und treten in den freien Raum aus. Diesen Vorgang bezeichnet man als Glihemission. Haufig wird dabei ein
Wolframdraht (Wolfram besitzt einen sehr hohen Schmel zpunkt) mit einer Metall oxidschicht Giberzogen, aus der die Elek-
tronen erheblich el chter austreten kdnnen als aus dem Wolfram, was die Anzahl der emittierten Elektronen deutlich erhoht.

4.4.2 Beschleunigung von Elektronen

Um Elektronen fur bestimmte Zwecke eine definierte Geschwindigkeit zu geben, missen sie nach ihrer Freisetzung in
einem elektrischen Feld beschleunigt werden. Ein solches System bezeichnet man treffend al's,, Elektronenkanone”. Wie
in Abb. 4.6 zu sehen besteht sie aus einem Gluhdraht (K athode) und einem Metallblech als Gegenel ektrode (Anode), das

in der Mitte ein Loch aufweist. An die beiden Enden des Glihdrahtswird eine
Kathode Anode

Spannungsquelle angeschlossen, durch den dabei flieffenden Strom heizt sich e
die Kathode auf und emittiert in den freien Raum durch Glihemission Elektro- _E
nen. Zwischen Kathode und Anodenblech wird eine zweite Spannungsquelle s v
o . . L , , U, o o—>F, o——>
geschaltet, die die Anode mit einer positiven Polaritét versieht. Die aus der o bt
Kathode ausgetretenen Elektronen werden im el ektrischen Feld zwischen Ka-
thode und Anode zur Anode hin beschleunigt. Die Elektronen, die das Loch \
passieren, treten in den feldfreien Raum hinter der Anode ein und fliegen dort —35
| D |
mit konstanter Geschwindigkeit weiter. U

A
Abb. 4.6: ,, Elektronenkanone” mit

Die Beschleunigung der Elektronen ergibt sich aus der el ektrischen Feldstérke Aulerer Beschaltung

_Un
d

der Kraft F, = ¢ - E und der Grundgleichung der Mechanik F=m -azu

E (4.27)

a=s—=——— (4.28)

wobei e die Ladung und m_die Masse eines Elektrons und d der Abstand zwischen Katode und Anode ist. Unter der
Annahme eines homogenen Feldes zwischen Kathode und Anode handelt es sich um eine gleichmal3ig beschleunigte Be-
wegung. Die Zeit vom Verlassen der Kathode bis zum Erreichen der Anode ergibt sich aus dem Weggesetz zu

1 2 [2d /Zdz'm
s=d="at =t=,|—=,— :
2 a e U, (4.29)



Felder -27 -

Fur die Geschwindigkeit am Ende der Beschleunigungsstrecke erhét man

e Ua 2'Me e
v=at=——4d,[—=./2—U
m d \/ e Ux \/ s A (4.30)

Dadie Lange der Beschleunigungsstrecke d aus der Gleichung herausfallt, ist die Endgeschwindigkeit v ausschlief3elich
vom Quotienten e/m_ und der Beschleunigungsspannung U, abhangig.

Alternativ 18sst sich ein Ausdruck fir die Geschwindigkeit auch Uber die Definition der Spannung al's Potenzial differenz
gewinnen. Als Quotient von Arbeit pro Ladung beschreibt diese, welche Energie pro Ladung beim Durchlaufen einer
Potenzial differenz aufgenommen wird. Diese potenzielle Energie wird vollsténdig in Bewegungsenegerie umgewandelt,
asogilt:

1
Epot =€ Ua :Erne'v2 = Ein (4.31)

Auflésen nach v liefert ebenfalls

e
V= [2—Ux (4.32)
mMe

4.4.3 Elektrostatische Ablenkung von Elektronen

Auf Ladungen wirkt im elektrischen Feld eine Kraft F, in Richtung des
elektrischen Feldes, wodurch sie beschleunigt werden. Dies trifft auch ©— > D U
zu, wenn sich die Elektronen in einem solchen Feld bereits bewegen. Ein v, !
Sonderfall liegt vor, wenn die Anfangsgeschwindigkeit v, = v_senkrecht | Vy;\v
zur Richtung des elektrischen Feldes E = E gerichtet ist. Eine entspre-
chende Anordnung zeigt Abb. 4.7, wobel die Elektronenkanone nicht
mit eingezeichnet ist. Zwischen den planparellen Platten des Ablenk-
kondensators besteht eine homogenes el ektrisches Feld, das so gerichtet ist, dassdie Kraft nach iny-Richtung unten gerich-
tetist. Esergibt sichindieser Richtung eine gleichmal3ig beschl eunigte Bewegung des Elektrons. In x-Richtung wirkt keine
Kraft, also bleibt die urspriingliche Geschwindigkeitskomponente v, unverandert. Dies entspricht den Verhéltnissen beim
waagerechten Wurf, somit ergibt sich als Flugbahn fiir das Elektron eine Parabel.

Abb 4.7: Ablenkung von Elektronen im homo-
genen Feld eines Plattenkondensators

Dadieresultierende Geschwindigkeit nach Verlassen des Ablenkfel des gréfRer ist als die Eintrittsgeschwindigkeit, hat sich
die Energie des Elektrons durch die (in der Regel geringfiigig) Ablenkung vergoflert.

Trifft das Elektron anschlief3end auf einen Leuchtschirm, der die Energie des auftreffenden Elektrons in sichtbares Licht
umwandelt, 18sst sich dieser Auftreffpunkt durch Variieren der Spannung U, beeinflussen. Eine Herleitung der entspre-
chenden vollstandigen Bahnkurve ergibt, dass die Auslenkung s, auf dem Schirm proportional zur Spannung U  ist.

Ordnet man ein weiteres Plattenpaar so an, dass dessen el ektrisches Feld senkrecht zum ersten orientiert ist und ebenfalls
senkrecht zur Flugrichtung der in das Feld eintretenden Elektronen, so kann man den Elektronenstrahl auch in der Quer-
richtung zu s, auslenken. Beide Auslenkungen zusammen erlauben es, den Elektronenstrahl durch die beiden Ablenk-
spannungen Uber die gesamte Flache des L euchtschirms zu lenken. Auf diesem Prinzip beruht die Braunsche Réhre, wie
siein Oszilloskopen benutzt wird.

4.4.4 Magnetische Ablenkung von Elektronen

L &sst man ein Elektron mit einer Geschwindigkeit v in ein homogenes magneti sches Feld der Flussdichte B eintreten, wirkt
auf Grund der Lorentz-Kraft ebenfalls eine Kraft, die die Bahn des Elektrons verandert. Dadiese Kraft zu jedem Zeitpunkt
senkrecht zu v steht, wird keine Arbeit verrichtet, im Gegensatz zur Ablenkung im elektrischen Feld bleibt also die Energie
des Elektrons unverandert. Die Richtung der Kraft zwingt das Elektron dabei auf eine Kreisbahn mit dem Radiusr. Dabei
tritt eine Zentrifugalkraft F, auf, die der Lorentz-Kraft F_al's Zentripetalkraft das Gleichgewicht hélt. Zu jedem Zeitpunkt
der Bewegung gilt also die Gleichgewichtsbedingung
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R+F=0 (4.33)
Einsetzen der entsprechenden Gleichungen ergibt

2
\'

e‘v'B:me-T (4.34)

wenn v und B bekannt sind, |&sst sich der Bahnradius r berechnen nach

AXA@". ® @&

Abb. 4.8: Ablenkung von Elektro-
Mit Glg. (4.32) Iasst sich v auf die messbare Beschleunigungsspannung zuriickfilh- - nen im homogenen magnetischen

m. B
r=—-— (4.35)
e v

. . . . Feld (hier in die Papierebene
ren, mit denen die Elektronen in der Elektronenkanone beschleunigt wurden. Man hinein gerichtet)

erhélt:

r:&.B.\/Z.i.UA :B.Jz.&.UA (4.36
e Me €

Aus der Messung vonr, B und U, erhalt man einen Wert fir den Quotienten &/m, der a's spezifische L adung des Elek-

trons bezeichnet wird, es gilt

e _ 2-Ua
me "B (4.37)
Hinreichend genaue Messungen haben dafiir den Wert
e 1 C
—=176-10' P (4.38)

e

ergeben. Mit der bekannten Ladung eines Elektrons
e=1602.10"°C (4.39)

ergibt sich damit die Masse eines Elektrons zu
m. = 9,109-10 kg (4.40)

Die unterschiedliche Ablenkung von geladenen Teilchen in Abhangigkeit ihrer spezifischen Ladung erlaubt es mit einer
Anordnung nach Abb. 4.8, einM assenspektrometer zu konstruieren. Je nach Masse werden sich bei gleicher Ladung z.B.
ionisierter Atome unterschiedliche Bahnradien ergeben, was bei hinreichend hoher Genauigkeit eine Unterscheidung ver-
schiedener |sotope eines Elementes erlaubt, sofern die Eintrittsgeschwindigkeit in das magnetische Feld bekannt ist.

4.45 Das Wiensche Geschwindigkeitsfilter

Eine besondere Anordnung erhdt man, wenn eines homogenes elektrischen und ein homogenes magnetisches Feld so

angeordnet werden, dass ihre Feldlinien parallel verlaufen (vergl. Abb. 4.9). Tritt ein geladenes Teilchen mit einer Ge-

schwindigkeit v senkrecht in den felderflllten Raum, so wirken sowohl die €l ektrostatische Kraft F, alsauch die Lorentz-

Kraft F . Sind die Richtungen dieser Kréfte entgegengesetzt, so kénnen sie sich unter bestimmten Bedingungen aufheben:
Fy+F =0 (4.41)

Einsetzen der entsprechenden Gesetzméfdigkeiten fur (bewegte) Ladungenin diesen beiden Feldern liefert

+

EERATT |

Die Gleichgewichtsbedingung ist also genau dann erflllt, wenn die geladenen Teil- %—X—b
Ry QEVR 4 & |

E
q-E=q-voB:>v=E (4.42)

chen eine Geschwindigkeit v haben, die durch die Feldstérken E und B vorgegeben ¥
sind. Bel Teilchen anderer Geschwindigkeit Uberwiegt entweder die el ektrostatische ) Blende
Anziehung oder die Lorentz-Kraft - in beiden Féllen wiirden die Teilchen nicht ge-  Abb. 4.9: Wensches Geschwindig-
radlinig die Anordnung durchlaufen. keitsfilter
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